
收稿日期: 2003- 01- 10; 修订日期: 2003- 06- 25

基金项目: 国家自然科学基金资助项目( 50075070) ; 陕西省教育厅基金资助项目( 01JK164)

作者简介: 张锁怀( 1962- ) ,男,陕西宝鸡人,陕西科技大学机电学院教授,博士,主要从事转子动力学及机械系统动力学研究.

第18卷　第6期
2003 年 12月

航空动力学报
Journal of Aerospace Power

Vol. 18 No. 6

Dec.　2003

文章编号: 1000-8055( 2003) 06-0737-07

齿轮时变系统对扭矩激励的响应

张锁怀1, 沈允文2, 董海军2, 刘梦军2

( 1.陕西科技大学 机电学院, 陕西 咸阳 712081;

2.西北工业大学 机电学院,陕西 西安 710072)

摘要: 在考虑齿轮时变啮合刚度、啮合阻尼和输入、输出扭矩波动的情况下,建立了具有周期性时变系数的齿

轮系统线性动力学方程, 用 A 算符方法( AOM )求出了该动力学系统的近似解析解。根据计算结果, A 算符方

法( AOM )克服了谐波平衡法的缺点,能够得到系统响应的所有频率成分, 计算精度更高; 与数值法相比,可取

较大步长, 省时间,效率高; 系统受到内部或外部激励时,响应中含有同频、倍频、差频及和频成分。
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Abstract: T he governing equat ion of a gear system is established. In the equation, the t ime-

vary ing mesh st if fness, mesh damping, input and output torque f luctuations are considered. Due to

the mesh stiffness of a gear pair, the governing equat ion represents a linear dynam ic system with

periodic time-varying coeff icient . A-operator method ( AOM ) is used to obtain the approx imate

analyt ic solut ion. According to the results, A-operator method ( AOM ) overcomes the defaults of

harmonic balance method and can keep all frequency components. In the response of the sy stem,

fundamental, double and composed frequency etc of time-varying mesh stiffness and torque f luc-

tuat ion frequency coexist. A-operator method ( AOM ) takes less t ime than other numerical

method.
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　　负载大小发生变化、或驱动机转速波动时, 分

别会引起齿轮系统输出、输入扭矩的变化, 这必将

引起振动和噪音。过去人们研究齿轮系统的动力

学问题时,由于受数学方法和计算速度的限制, 常

将时变啮合刚度近似为常量
[ 1, 2]

, 在研究非线性振

动问题时,又按分段线性处理[ 3, 4]。近年来, 随着对

齿轮系统传动平稳性的要求愈来愈高,现有的研

究成果无法解释齿轮系统中的一些异常振动现



象
[ 5]
,必须考虑齿轮时变啮合刚度这一时变因素,

才能对齿轮系统的动力学行为给出更为精确的描

述。考虑齿轮时变啮合刚度后,系统的动力学方程

式将是一个具有周期性时变系数的线性微分方

程[ 6] ,当存在其他激励因素时, 其响应完全不同于

常系数线性动力系统的响应
[ 7]
。由于受数学方法

的限制,目前这方面的研究工作进展缓慢。Ado-

mian 提出的分解算法
[ 8]经人们推广后[ 9, 1 0] , 能很

好地用于研究具有时变啮合刚度的齿轮系统的动

力学问题。

1　动力学方程式

　　图1所示的以二级齿轮系统为研究对象,只考

虑齿轮系统的扭转振动,令:

x 1 = �0 - �1　,　x 2 = rb1�1 - rb2�2

x 3 = �2 - �3　,　x 4 = rb3�3 - rb4�4

x 5 = �4 - �5

图1　二级齿轮系统振动模型

F ig. 1　Model of tw o-stag ed gear system

( �i 为原动机、齿轮、负载的转角, i= 0～5) , 可得

动力学方程式为:

MX
�+ [ C1 + A2c12 + A3c34] X�+

[ K1 + A2k12 ( t) + A3k34( t ) ] X = F ( 1)

式中:

X = [ x 1 x 2 x 3 x 4 x 5] T

A2 = [ N 1 N 2 N 1 N 1 N 1] T

A3 = [ N 1 N 1 N 1 N 3 N 1] T

N1 = [ 0 0 0 0 0]
T

C1 =

C11 0 0 0 0

- r b1c 01/ I 1 0 - r b2c23/ I 2 0 0

0 0 C33 0 0

0 0 - r b3c23/ I 3 0 - rb4c45 / I 4

0 0 0 0 C55

K1 =

K 11 0 0 0 0

- rb1k01 / I 1 0 - rb2k23 / I 2 0 0

0 0 K 33 0 0

0 0 - rb3k23 / I 3 0 - r b4k45 / I 4

0 0 0 0 K 55

N2 =

[ - rb1/ I 1 ( r2b1/ I 1 + r
2
b2 / I2 ) - rb2/ I 2 0 0] T

N3 =

[ 0 0 - r b3 / I 3 ( r
2
b3/ I 3 + r

2
b4 / I 4) - r b4 / I 4]

T

C11 = ( 1/ I 0 + 1/ I1 ) c01

C33 = ( 1/ I 2 + 1/ I3 ) c23

C55 = ( 1/ I 4 + 1/ I5 ) c45

K 11 = ( 1/ I 0 + 1/ I 1) k01

K 33 = ( 1/ I 2 + 1/ I 3) k23

K 55 = ( 1/ I 4 + 1/ I 5) k45

式中,M为5阶单位矩阵。根据文献[ 11]计算齿轮

时变啮合刚度,然后用 Fourier级数展开得:

k12 ( t) = �
m
2

i= 0

ak12icosi�m12 t + �
m
2

i= 1

bk12isini�m12t

k34 ( t) = �
m
2

i= 0
ak34icosi�m34 t + �

m
2

i= 1
bk34isini�m34t

F = [ T 0/ I0 0 0 0 T 5/ I 5 ] T

　　驱动力矩T 0和阻力矩T 5用 Fourier 级数分别

表示为:

T 0 = �
m
3

i= 0
aT0icosi�0 t + �

m
3

i= 1
bT0isini�0t

T 5 = �
m3

i= 0
aT5icosi�5 t + �

m3

i= 1
bT5isini�5t

以上各式中:

I 0, I 5——原动机、负载的转动惯量;

I i——齿轮 z i 的转动惯量( i= 1, 2, 3, 4) ;

c01, c23, c45——材料扭转阻尼;

k01, k23, k45——材料扭转刚度;
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c12, c 34——齿轮啮合阻尼;

T 0 , T 5——原动机驱动力矩、负载阻力矩;

rbi——齿轮基圆半径( i= 1, 2, 3, 4) ;

�m12 , �m34——齿轮啮合频率;

�0, �5——驱动机和负载的变化频率;

m2, m3——Fourier 级数的项数。

2　方程求解

　　令 y= [ X X
�] T , I 为单位矩阵。由于M 也为

单位矩阵,系统动力学方程式( 1)可转换为:

y
�= H y + F1( t ) + F2( t , y ) ( 2)

式中:

H = -
0 - I

K1 C1

F1 ( t) = [ N
T
1 F

T
]
T

F2 ( t, y ) = H 1( t ) y

H1 ( t) =

-
0 0

A 2k12 ( t) + A 3k34( t ) A 2c12 + A 3c34

　　方程( 2)初值解的一般表达式为:

y ( t) = expH t  y ( 0) + y 1 + y 2 ( 3)

y
( 0) = y ( t) ! t= t

0
= 0

y 1 =∫
t

0
expH ( t -  )  F1 (  ) d 

y 2 =∫
t

0
expH ( t -  )  F2 (  , y (  ) ) d 

　　在式( 3)中, y 1与 y 无关,可精确求出。把 y 1归

结到 y
( 0)
中去, 根据 F2 ( t , y )构造 Adomian 多项

式,这样的计算结果通常比直接对 F1 ( t) , F2( t , y )

构造 Adomian 多项式进行计算的结果要好。根据

AOM 分解算法
[ 12]

,式( 3)的各阶近似解析解为:

y
( 0)

= expH h  y t
k +

�
m
3

i= 0

expH h  [ H  Fa0i( tk) ] + F
�
a0i( t k) ]

H
2
+ ( i�0)

2
I

-

�
m
3

i= 0

[ H  Fa0i ( tk + h) ] + F
�
a0i( tk + h) ]

H
2 + ( i�0) 2I

+

�
m
3

i= 0

expH h  [ H  Fa5i( tk) + F
�
a5i ( tk) ]

H
2 + ( i�5) 2I

-

�
m
3

i= 0

[ H  Fa5i( tk + h) + F
�
a5i( tk + h) ]

H
2
+ ( i�5 )

2
I

( 5)

y
( i) = - H

- 1( I - expH h)  H 1 ( tk)  

y
( i- 1)

( h; tk- 1 , ytk- 1) ( 6)

式中: h——时间步长

将式( 5)与式( 6)相加即得式( 2)的近似解析

解。

为了书写方便, 上式中, y
( i)表示 y

( i) ( h; tk,

y tk) , i= 1, 2, 3,⋯。

y t
k
= �

∞

i= 0

y
( i) ( h; tk- 1, y t

k- 1
) ( 7)

Fa0i ( t) = [ N 1 f 0 0 0 0 0] T

Fa5i ( t) = [ N 1 0 0 0 0 f 5] T

f 0 =

[ aT0icosi�0( t k + t ) + bT0isini�0 ( tk + t) ]

I 0

f 5 =

[ aT5icosi�5( t k + t ) + bT5isini�5 ( tk + t) ]
I 5

3　对扭矩激励的响应

　　齿轮系统结构参数如表1所列。在用 AOM 方

法求解之前,已对系统动力学方程式( 1)进行了无

表1　齿轮系统参数

Table 1　Parameters of gear system

齿轮齿数 z 1

齿轮齿数 z 2

齿轮齿数 z 3

齿轮齿数 z 4

驱动力矩 aT00/ ( N m)

阻力矩 aT 50/ ( N m )

扭矩波动 aT01/ ( N m)

扭矩波动 aT51/ ( N m)

齿宽 b1 , b2/ mm

齿宽 b3 , b4/ mm

压力角/ (°)

转动惯量 I 0/ ( kg m2)

转动惯量 I 1/ ( kg m2)

转动惯量 I 2/ ( kg m2)

转动惯量 I 3/ ( kg m2)

转动惯量 I 4/ ( kg m2)

转动惯量 I 5/ ( kg m2)

阻尼 c01, c23, c45

阻尼比 c12, c34

扭转刚度 k01/ ( N m)

扭转刚度 k23/ ( N m)

扭转刚度 k45/ ( N m)

23

73

27

83

1

9. 75

0. 1

0. 1

20

25

20

5. 551×10- 4

3. 493×10- 4

3. 545×10- 2

8. 293×10- 4

7. 406×10- 2

2. 022×10- 3

0. 1

0. 05

1. 005×105

6. 135×105

5. 089×105
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量纲化处理, 所以,系统响应以无量纲形式给出。

由表1可知,两级齿轮传动系统的速比分别为

73/ 23= 3. 17, 83/ 27= 3. 07,总速比为9. 76。第一

级齿轮传动的啮合频率 �m12与输出轴角频率 �5之

比为 z 4z 2/ z 3= 224. 4,第二级齿轮传动的啮合频率

�m34与输出轴角频率 �5之比为 z 4= 83。为了表达

简洁、清晰, 频谱图的横坐标以频率比的形式给

出,它表示了系统的响应频率与输出轴的角频率

�5的比值。输入轴转速为3000 r / min。

3. 1　对输入扭矩激励的响应

　　只考虑时变啮合刚度的一次谐波,输入轴上

的恒扭矩如表1所列,为1 N m,也只考虑输入轴

上扭矩波动的一次谐波, 其幅值为0. 1 N m,波动

频率与输入轴的角频率 �1相同。无扭矩波动时,

系统沿 x 2和 x 4方向的响应频谱如图2所示。根据

图2,虽然在系统内部只有二个激励频率,即啮合

频率 �m34= 83, �m12= 224. 4,但系统的响应中, 有

多个频率成分,除83, 224. 4这两个基频分量外, 还

图2　x 2及 x 4坐标对扭矩激励的响应

Fig. 2　Response on torque fluctuation in x 2

and x 4 dir ection

有其2倍频、3倍频及 �m12- �m34, �m12+ �m34等成

分, 3倍频以上的成分幅值很小。

只存在输入轴上扭矩波动时,系统沿 x 2和 x 4

方向的响应频谱如图3所示。与图2所示的无扭矩

波动的情况相比,除具有图2中的频率成分外, 还

出现了新的频率成分, 对应的频率为9. 76,与输入

轴的角频率相等。此外,在啮合频率 �m12附近, 也

出现了新的频率成分,其对应的频率为 �m12- �1

和 �m12+ �1。文献[ 7]用谐波平衡法研究齿轮- 转

子- 轴承系统对时变啮合刚度和不平衡质量激励

的响应时,用解析式指出,有 �m12- �1和 �m12+ �1

的谐波分量出现在系统的动力响应中,可见,此处

所得结果与文献[ 7]是一致的。

图3　x 2及 x 4坐标对扭矩激励的响应

Fig. 3　Response on torque fluctuation in x 2

and x 4 dir ection

考虑时变啮合刚度的二次谐波时, x 2和 x 4方

向的响应频谱如图4所示, 对应于2�m34处,峰值明

显增加, 其他各处的峰值变化不大,动载系数、响

应的幅值略有增加(文中没有给出)。

考虑时变啮合刚度的三次谐波时,系统响应
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图4　x 2及 x 4坐标对扭矩激励的响应

Fig. 4　Response on torque fluctuation in x 2 and x 4 direction

图5　x 2及 x 4坐标对扭矩激励的响应

Fig. 5　Response on torque fluctuation in x 2 and x 4 direction

图6　x 2及 x 4坐标对扭矩激励的响应

Fig. 6　Response on torque fluctuation in x 2 and x 4 direction

变化很小。

3. 2　对输出扭矩激励的响应

　　输出轴上的扭矩波动幅值也取0. 1 N m, 波
动频率与输出轴角频率相等。图5是其响应的频

谱,为了清楚地表示频率等于1的频率分量, 只给

出了较小的频率范围内的谱线。其规律与输入轴

扭矩波动激起的响应规律相似。

当考虑时变啮合刚度的二次谐波时, 响应频

谱如图6所示。
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图7　x 2及 x 4坐标对扭矩激励的响应及动载系数

F ig . 7　Response on to rque fluctuation and dynamic loads in x 2 and x 4 direct ion

图8　x 2及 x 4坐标对扭矩激励的响应及动载系数

F ig . 8　Response on to rque fluctuation and dynamic loads in x 2 and x 4 direct ion
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3. 3　对输入和输出扭矩共同激励的响应

　　取扭矩波动幅值均为0. 1 N m,波动频率分

别等于输入轴和输出轴的角频率。

当考虑时变啮合刚度的一次谐波时, 系统的

响应频谱及动载系数如图7所示。当同时考虑时变

啮合刚度的一次谐波和二次谐波时, 系统的响应

频谱及动载系数如图8所示。虽然系统响应的幅

值、动载系数、各次频率分量的大小有一定变化,

但在本文特定的系统参数下,就响应的频率成分

而言,其响应规律基本上是前述各种情况的组合。

4　讨　论

　　时变啮合刚度的引入, 使常系数线性系统变

为具有周期性时变系数的线性系统, 其形式类似

于 Hill方程, 但它是一个多自由度系统。由于时变

啮合刚度的影响, 系统的动力响应变得较为复杂。

在常系数线性系统中, 系统响应的频率等于激励

频率,而在具有时变系数的线性系统中,即使没有

外部激励, 由于时变系数的影响,在系统的响应

中,也包含有多种频率成分,如时变啮合刚度的基

频分量、倍频分量、差频分量及和频分量。当时变

系统受到外部激励时, 其响应中除包含有上述频

率成分及与激励频率相同的频率成分外,还包含

有其他新的频率成分, 其对应的频率大小等于时

变系数的变化频率(啮合频率)与激励频率相加或

相减。可见, 对于这类系统, 若想减少其振动的幅

值、或降低噪音,在设计阶段,应进行动力学分析,

不但要使系统的固有频率避开啮合频率、各传动

轴的角频率以及其他激励频率, 而且,还要避开他

们的倍频以及上述频率相加或相减所得的组合频

率。

与谐波平衡法相比, AOM 法没有滤波特性,

能够保留系统响应的所有频率成分, 具有更高的

精度、可靠性和实用性; 与其他数值方法相比, 由

于 AOM 法给出了前几阶近似解析解, 没有迭代

运算,在保证计算过程收敛和计算精度的情况下,

可取较大的步长, 计算速度快,节省时间。因此,

AOM 法是分析非线性动力系统的有效方法, 具

有明显的优越性。

5　结　论

　　( 1) AOM 法作为一种分析非线性动力学问

题的近似解析法, 克服了谐波平衡法的滤波缺陷,

使计算结果精度更高, 可靠性更高。

( 2) 当线性时变系统受到内部或外部激励

时,系统响应中含有同频、倍频、差频及和频成分。
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